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CALCUL D'UNE INTÉGRALE AU MOYEN 
DE LA SUITE X:= A;.ÉVALUATION DE L'ERREUR 


Jean Paul BERTRANDIAS 


Si on utilise la méthode de Monte-Carlo pour calculer l'inté- 
grale 


J=- J':6 dx (1) 


on est conduit à étudier la limite lorsque N augmente indéfiniment 
de 


N-1 
JR ESS (x,) (2) 
où x, est une suite de ‘'nombres aléatoires!"!. 


On obtient une convergence de J, vers J en à la conver- 


gence étant prise, bien entendu, du sens du calcul des probabilités. 


Dans un article paru précédemment, M. Bass [1] utilise dans 
(2) une suite de nombres bien déterminés par des procédés arith- 
métiques et la convergence de J, est donnée par les théorèmes de 
H. Weyl [4]. 


M. Bass étudie plus particulièrement le cas de la suite An 
(parties fractionnaires des multiples successifs d'un nombre réel 
A). Nous nous proposons de préciser ses conclusions et de montrer 
que dans des cas assez généraux, l'erreur commise est inférieure 


à È, S étant un nombre que l'on peut calculer numériquement lors- 
que À admet un développement en fraction continue simple. 

Ce travail a été effectué avec l'aide de M. Guilloud pour la 
partie numérique, De nombreux calculs de moyennes ont été faits 


sur machine à calculer électronique et quelques unes des courbes 
les plus caractéristiques sont reproduites et commentées ici. 
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[ > MAJORATION DE LA DIFFERENCE SI - Jy | S 


Le développement de f(x) en série de Fourier dans l'intervalle 
(0,1) est de la forme : 


+0 — 
> crerilavec Cr, cc: (3) 


On suppose qu'il existe deux nombres strictement positifs M et Atels 
que la série c, admette comme majorante la série 


M 
Yk Gare (4) 


Ïk 


La différence entre l'intégrale J et sa valeur approchée J, est 


: # Ar ne 217 KAN_ 
LOT . ND rrne (5) 
a n= e = il 
k<0 
CL sin TkAN  i3xxaçn-1) 
N£‘*SsnrkA (6) 
On peut majorer |I,| par £ $ avec 
Lo 
c 
+ vit | Cr (oemure 
ZTmnral (9) 
En tenant compte de (4) et de l'inégalité 
| sin rkA| > 2 || kA|| (8) 
où || kA | = minimum de k A ou 1-kA 
ue Ke 
on obtient . 
Re de 
IXI<N ZTraT 14 


k=1 


On peut enfin appliquer à cette majoration la transformation 
d'Abel : 


[ue D Cn=ma ho) =È (10) 


k=1 
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avec 


L 
: 1 
5 = La] (11) 


k=1 


Nous nous proposons de montrer que lorsque À est un nombre 
algébrique, I, est de l'ordre de &. c'est-à-dire que la série S in- 


tervenant au second membre de (10) est convergente. Pour cela, il 
suffit de trouver une borne supérieure assez précise de © (j) en 
fonction de j. 


HN ETUDE’ DE -c(j)-- 
Nous utiliserons le développement de A en fraction continue, 


Rappelons d'abord quelques définitions et quelques propriétés clas- 
siques. 


Les quotients incomplets a, sont définis par 


A site. ui 
u: 
1 

died, A, #00, (TRE À (12) 
LE 

Ua et a ent, Un, ul 


le symbole à désignant la partie entière du nombre u. Si À est irra- 
tionnel, u, existe toujours et a, > 1 quel que soit i. L'ensemble des 
a, définit ce qu'on appelle le développement de À en fraction continue. 


12 
La réduite d'ordre i est la fraction obtenue en remplaçant 
1 
u, par sa partie entière : 


+ = A ee cr 
Q Cheers 
_ 13 
PRES (13) 


Elle représente une approximation de À par un nombre rationnel. 


Les P, et les Q, vérifient les relations suivantes : 
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Q,=2a,Q,, + Q;: 


Pr = RD er Pi (14) 
avec Q,= "1 Q, = a: 
et pieras = tA Pia a; rl 


En éliminant a, de ces relations : 


PQ QE (Pis Qi Pr Qu) 


(-1)-'[P,Q,- PQ, (-1)2 


D'où: 
P, 2 Pi: = (EE 1e 


Q, Q..; Q, Q..: 


Puis, comme A est compris entre deux réduites successives : 


Ra dm 
He Q, à < 0 +2 ie R 
ee Dm 
A À Hoi iqra (15) 


Les autres propriétés des fractions continues sur lesquelles 
nous nous appuierons sont les suivantes : 


Propriété I - Pour tous les entiers positifs k inférieurs à Q,,,, on 
ae 
IkA]|  >1[@,A {| = &, (16) 
1 Q, Q, 
G,=—© © + ————" (17) 


Q, Q Q2 Q,.2Q v+3 
l'égalité n'ayant lieu que pour k = Q.. 
Propriété II - Les Q, points d'affixes 


0 -0,+1) A i - A 
e217(m-Qu+1) 4 e 217(m-Qu+2) : 


(m'<.Q,;, 2 EN) 
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sont, sur la circonférence | z| = 1, les sommets d'un polygône con- 
vexe De de Q, cotés. Les arcs sous-tendus par les plus petits cotés 
sont Su à 2 AÔ. 


La propriété I est une propriété classique des fractions con- 
1 
tinues exprimant que les— sont d'une certaine façon les ‘meilleu- 


Û 
res" approximations rationnelles de A (voir par exemple [ 3] théo- 


rème 182). La formule (17) se démontre facilement à partir de (15) 
et la propriété II est une conséquence immédiate de I. 


D'autre part si Q,<i<Q,.,, on peut écrire : 
j =b, Q, +b,., Qi... + bi Qo (18) 
avec 0 < b, < du+1 (19) 


Alors la sommation (11) donnant o(j) peut se décomposer : 


Li 


bd 
HS En D à en > 


k=1 ay+1 (by 1) Q+1 


b +0) j 
+ ÿ RTE DS (20) 


b,0+1 byQ+...+(bp-1)09+1 


Chaque signe po porte sur Q, multiples consécutifs de À parmi 
les j premiers avec H & V et j <Q,,. On peut donc associer à cha- 
que somme de (20) un des polygônes P, défini plus haut et on no- 


tera la somme correspondante par > . Soit alors M, une borne su- 

périeure de 2 ai pour tous 15 polygônes p; possibles. On a: 
mn 

o(jÿ)<b M +b,., M, +.... +b, M (21) 

D'après la propriété I, le terme le plus grand de Eat 

inférieur En Il lui correspond un sommet $S, du Es ne Eee Si 

on appelle S,, S,...et S!, S;... les sommets de P, consécutifs à 


S, dans un sens et dans l'autre, et Q le point d'affixe 1, on a : 
ILES 


= So S One 
DS, 08, Q8,> nn Ph 
——> 2 d'après II 
PTS S S! ôp. 
AS! > QS QS' > > 2R 
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€. =), 22 si 


| gi 


Les termes de Ÿ correspondants 


p” 


‘ kb 
à S, et S' peuvent donc être majorés par 


Toujours d'après II, les termes de 


Z correspondants à S, et S! peuvent être 
LU 


à 


majorés par Rs "te etc. 


Q, est impair 


Q, est pair. 


1 1 Q, Q Q 
< = "LH "HI = Q + Cab 97 2 23 
ë, jl 1 Q = Q, as: EH Aus Q, ( ) 
FLECHE 
et d'autre part 
1 1 1 1 
= + ei 
1 ee or 5 [8 Q, + © +ior+E | (24) 
< + (log Q +G) 
2 H 
G <1,3121 si Q, > 1 
(21) devient alors : 
SOS 2:Q,,, > b, + 4 >: b, Q,(log Q, + G) (25) 
us L=1 


En tenant compte de (19) et (20) : 
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v+1 


o(j<2Q,, Ÿ a +4j(logj + G) (26) 
H=1 


III - EVALUATION DE L'ERREUR |! | 


a) À est un nombre irrationnel quadratique 
À est une racine irrationnelle d'une équation du second degré 
à coefficients entiers. On montre que son développement en frac- 
tion continue est périodique, c'est-à-dire que la suite a, a,, a,,... 
est périodique à partir d'un certain rang. (Théorème de Lagrange : 
[3] Théorème 177). Il existe donc un nombre B tel que : 
ab 
D'après (14) on a : 
Q,. <(B+1) Q@,<(B+1))j (27) 
et 
>» La 
020 202. 7 2400012 :00, 


c'est-à-dire dans tous les cas : 


v - 1 
2 


log 2 < log Q, < log j (28) 


< 2 log j 
donc : È a,< B(v +1) LE + 21 B: (29) 


(26) donne alors : 


B +1 à 
: 2 : PS1 30 
au< aies [Et +i aire 1+G] (30) 
G (ji) = O(j log j) (31) 
Or d'après (4) 
M(1+à) 1 
Reda j2" 40, ( j2** ) (32) 


La série S intervenant dans (10) est donc convergente et l'on 
obtient bien : 


342 JEAN PAUL BERTRANDIAS 


K 
ï; < N (33) 


où K est un nombre que l'on peut calculer facilèment en fonction de 
B, M et À d'après (30) et (32). 


On voit que la périodicité du développement de A n'intervient 
pas directement : le résultat est le même si À est un nombre dont 
les quotients incomplets sont bornés par B. 


b) À est un nombre irrationnel algébrique quelconque. 


Nous démontrerons simplement que la série S est convergente 
sans chercher à obtenir une majoration de sa somme. 


D'après le théorème de Roth ([2] chapitre VI) l'inégalité 


RE >0 (34) 


est valable sauf pour un nombre fini de valeurs de P et Q. D'autre 
part d'après (16) et (17), il existe un nombre F, tel que 


IRA-Rl<s (35) 


On en déduit que 
Die. te A (36) 
sauf peut-être pour un nombre fini de valeurs de n. 
De (14) et (36) : 


ô 
a, < Qu: 
v+1 v+1 


Da) 0, 2210 050,070) 
u=1 


u= 
5 F. 1 2 $ 
< 2af1+h + Q, 


Donc : 
v+1 
_s 
a, 1001) (37) 


1 
et par conséquent : 


1+28 


(IS OA) (38) 
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À 
Comme on peut choisir 6 inférieur à 3: °n voit que la série 
S est convergente et que I, est bien de l'ordre de & lorsque À est 


un nombre irrationnel algébrique dès que À est positif. 
IV - EXEMPLES NUMERIQUES - 


Nous allons étudier plus particulièrement le comportement de 
I, en fonction de N pour deux fonctions f(x): 


5e si (re 
À 2 
f, (x)'= 1 
D SO ER EM 
De = 
= 2 
x) ML ee Ch pipeh avec Pr 
EPA ED ACOS 2 TX 4 
et pour trois nombres A 
A, = V2: Ar = TS Ares 


f,(x) est une fonction continue mais dont la dérivée a une disconti- 
nuité de première espèce. Sa série de Fourier converge donc assez 
lentement : , 


: Lu jl PUILIELRRE (39) 


Ses 
HO) ra 2 Ton +1 


f, (x) est une fonction indéfiniment dérivable dont la série de Fou 
rier converge très rapidement : 


+0 k 
zu D D: : A AERX (40) 

Les planches 1 et 2 donnent l'allure des courbes représentant 
I, en fonction de N jusqu'à N = 250. 


Sur les planches 3 à 8 ont été représentées en coordonnées 
logarithmiques : 


1) Les valeurs de I, en fonction de N pour chaque valeur de 
N inférieure à 30. Lorsque cela a été possible sans embrouiller la 
figure, les points ont été joints. 


2) Les valeurs de I, pour certaines valeurs de N supérieures 
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à 30, en principe les valeurs correspondantes aux points d'abscisse 
exacte (ou un point voisin lorsque I, sort- de la figure). 


3) Les majorations obtenues dans les paragraphes suivants : 


4) Sur les planches 3 et 5, les majorations obtenues par 
M. Bass dans la référence [1]. 


a) Etude du cas A, = V2. 


A, est un nombre algébrique quadratique dont le développe- 
ment en fraction continue est très régulier : 


À = Tel eau ae users 


D'après les résultats obtenus au $III-a,les séries S et $ sont 
convergentes. Donc si on appelle S* la plus petite des bornes su- 
périeures de NlI,| 


S* = lim sup N|1,|, 
on est sûr que S° existe. A l'aide de (10) et de (30) qui donne : 
CNE BE MO Se NT à (41) 
on peut obtenir un premier majorant M, de S*. 
La majoration (41) étant assez grossière, on peut avoir un 
meilleur majorant M, en calculant directement la somme de la série 


S, ne se servant des transformations (9) et (10) et de (41) que pour 
évaluer le reste de la série S. 


Lorsque la fonction périodique de période 1 qui coincide avec 
f(x) dans l'intervalle (0,1) est paire, (ce qui est le cas pour f,et f,), 
on peut encore améliorer facilement la majoration. On décompose 
(5) en deux sommes : 


Ra Ck 21 TK AN Ck 
L N la e AUTSR = 1 ; 2 e2!TKkA A | (42) 


kz0 


La première somme est majorée par 8. La seconde somme 
est égale à : 


_ . _ _ #0) - co LOS DOUTE 
et 2 = 0,05 pour f; 
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Un troisième majorant de S* est donc 
(ee) 
M, = & +| D cl 
k=1 


Pour la fonction f,, le calcul de $ est facile : il suffit de 
calculer les six premiers termes et la majoration du reste donne : 


CMOS SR OT OA 
Donc 0,206 <M,< 0,208 
et 0,153 <M,<0,154 


Pour la fonction f,, la série $ converge très lentement ; le 
calcul a été fait pour les treize premiers termes : 


0154 <76/,<0 155 


Le terme d'erreur est encore très grand : 


R 3 < 0,88 
On obtient donc 
NII, < 2,07 
où un peu mieux N|l1,|<1,16. (Voir Note à la fin) 


Sur la planche 3 ont été tracées les hyperboles H,, majora- 
tions obtenues dans [1]. Les courbes sont régulièrement disposées 
et correspondent à une majoration de la forme 


LH <Æ 
VN 


b) Etude du cas A,= 7 


À est un nombre transcendant dont on ne connaît que les pre- 
miers termes du développement en fraction continue. 


SENS PEN Arno ar 027-2927 


Ce développement est assez irrégulier et les quotients incomplets 
sont relativement grands. 


On ne sait pas si les séries S et &$& convergent. On peut quand 
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même utiliser les résultats du $II pour trouver une majoration de. 
1,. On sépare I, en plusieurs morceaux : 


1 K=+0% N-1 ET 1 N-1 217kAn 
TE C e + Ck = e (43) | 
Ÿ N 2. «À À, N 2 | 
kA0 


Le second terme a, peut être majoré par : 


NCMISRE, | 
[Kk 1 >: 


qu'on peut rendre petit en choisissant Q, assez grand. Le premier | 
terme peut être encore décomposé puis majoré comme en (7) et (8). 
On obtient : 


I Le SRE + S FYy()-YG+1)]0 (ii) +$ + 
FREE [sinrkA| EC EE A J ue | 


k=1 J=kp+1 ( 


d- 
ct Sven - ra + ne | a) 
Qm- 1 


2 | 
7 Ent A [Arts +... Aus] | 


Le premier terme &, se calcule directement et les autres termes 
se majorent en utilisant la formule (25) correspondant à chaque 
somme. 


Pour le calcul numérique, on a pris k, = Q, = 7 et Q, = Q, = 106. | 
On obtient : | 


317 7, 
pour f,= | Tul. < K + 0,000965 (Voir Note à | 
la fin) 
pour f,= | In | TT +0 
22 


c) Etude du Cas A, “ere 


A, est un nombre rationnel qui représente la première ‘bonne 
approximation rationnelle de x. 


Lorsque A est rationnel, la moyenne J} ne tend en général 
pas vers l'intégrale J. I, tend vers un nombre 1 différent de 0, Ici : 


Lo e)S (45) 


1 (e 


{fl 
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ce qui donne : 


pour fr=plu = 


pour f,= l, = 0,2499694..- 0,25 = -0,0000305... 


Le nombre 1 a aussi pour valeur : 


1e 


œ 
> C7n 
h=1 


347 


(46) 


La manière dont se fait la convergence de I, vers 1 est facile 


à étudier exactement ; par exemple pour f(x) = f,(x) : 


ll, 00051. 

ee 
‘ 49 N 
ESPRET 4 
WW a N 
SE 
L 49 N 

D PRO Am 
LAON 
ssl 
APTE 
SL 
DHL 


SIN - Oomoduloir 


SIENS 
si N=2 
si N = 3 
si N=4 
Si N = 5 
SiMNE 0 


"1 


Ces courbes ont été tracées sur les planches 7 et 8. Sur la 


figure 8 ce sont presque des droites car 1, est très petit. 


Il est intéressant d'appliquer au cas À = A, la méthode utilisée 


en b). On prend Q,= 7 et k, = 


6. 


2 a 
IN <= +lail 


FŒsftes 


qui est bien supérieur à I. 


ANR 


a | Cx | 


0,500 pour ff; 


0,330 pour f, 
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Donce: 
050 
pour f, = |I,| «Te + 0,0169 
pour f, = |I,| < LE + 0,000041 


d) Remarques. 


1) La régularité de la fonction f(x) ne paraît pas avoir beau- 
coup d'influence sur la forme des courbes I, en fonction de N, ni 
sur la valeur de | 


S* = lim sup N|I,| 


Elle paraît influer davantage sur la manière dont cette valeur 
est approchée. 


2) La formule (42) montre que NI, est une fonction périodique 
de la variable continue N. Une étude plus approfondie montrerait 
que la fonction continue ayant pour valeur NI, lorsque N et entier. 
et variant linéairement entre les points d'abscisses entières est une 
fonction presque périodique. Un système de presque-périodes est | 
l'ensemble des dénominateurs Q,. On trouve ainsi l'explication de 
l'allure des courbes I, en fonction de N (planches 1 et 2). 


- Allure irrégulière pour A,= V2. 
Les périodicités sont peu apparentes car les presque-périodes | 
sont très rapprochées : | 


Q,= 2, Q:,= 5, Q:= 12, Q,=29,.. 


- Périodicités très apparentes pour A, et À,. 


car les presque-périodes sont bien séparées. Pour A, il y a 
une période exactement égale à 7 et pour A, la presque-période 
de longueur 7 = Q, se superpose à la presque-période de longueur 
106 = Q, cette dernière visible surtout pour f = f, (planche 1). 
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Note : Résultats du calcul numérique. 
f(x) = £,(x A,= Y2 


Le maximum de N|I,| pour N<5.10° est 0,25758..., valeur atteinte 
216 fois, la première fois pour N = 5916,la dernière pour N = 491448. 


Re) nr A 
Le maximum de N|I,| pour N<6,5.10° est 0,48552..., valeur atteinte 
30 fois, la première fois pour N = 8272, la dernière pour N = 638574. 
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EXTENSION DU CONCEPT DE CONVERGENCE 
EN PROBABILITÉ AUX VARIABLES ORDINAIRES 


Vittorio CASTELLANO 


RESUME 


Ayant défini l'ordre infini d'un point d'accumulation d'une suite et les 
points principaux d'accumulation ; l'auteur définit la convergence presque 
exclusive, la convergence d'une suite de nombres réels à un point-limite 
principal et il étend cette forme de convergence au cas d'une suite de distri- 
butions de nombres réels vers une distribution limite principale. 


De même que la convergence ordinaire, ou exclusive à une seule limite, 
ainsi la convergence à une distribution limite principale peut être conver- 
gence ‘partout ou ‘presque partout'' selon qu'elle se vérifie pour tous les 
points de la distribution sans exception, ou bien pour tous les points excepté 
un ensemble de dimension zéro. 


De ce mode très général de convergence vers un point-limite principal 
est la tendance vers une constante de la variable de Bernoulli, lorsque le 
nombre d'épreuves croît indéfiniment, qui aussi se réduirait sur le terrain 
de l'Analyse classique. 


La ‘convergence en probabilité" de Fréchet, sous la forme explicite la 
plus avantageuse, est de même un cas particulier de la convergence "presque 
exclusive'', qui étend aux variables de l'Analyse classique cette particulière 
convergence vers une limite" des variables aléatoires, très efficacement 
étudiée, par Cantelli et d'autres après lui, avec le nom de convergence vers 
une limite au sens du calcul des probabilités. 


I > L'OBJET DE CETTE ETUDE - 


La variable de Bernoulli, que nous indiquons par %, = fré- 
quence des résultats favorables en n épreuves faites à probabilité 
constante P, nous a donné l'idée d'une convergence différente de 
celle de l'analyse mathématique, que l'on a nommée convergence ‘au 
sens du calcul des probabilités", ou ‘en probabilité", ou ‘'stocasti- 
que'', selon les différents auteurs. 


360 VITTORIO CASTELLANO 
Cette convergence est représentée par l'inégalité 
Prob ANSE MPI Je) e Ein} (1) 


valable dès que n est assez grand pour tout couple €, n arbitrai- 
rement petits et positifs, mais si l'on calcule, pour chaque valeur 
déterminée de 7, les résultats possibles %, satisfaisant l'inégalité 


ES SNPAIEIE 


n 


on peut écrire aussi, au lieu de la (1) : 
Freqiiisg Pi Ses re ENT (2) 


Dans notre étude nous nous en tiendrons, généralement, à cette 

forme d'écriture qui, à la probabilité d'un événement, substitue sa 

fréquence dans l'ensemble des cas possibles, ou ‘univers des épreu- 
LA] 

ves'' (1), 


Le but de notre étude est de démontrer que la convergence 
à une limite de la variable de Bernoulli appartient à un type géné- 
ral de convergence ‘'presque exclusive'', pouvant être définie aussi 
pour la suite des nombres réels ; elle peut être étudiée au moyen 
de l'Analyse mathématique, indépendamment du concept de variable 
aléatoire. 


II - CONVERGENCE ‘PRESQUE EXCLUSIVE'' D'UNE SUITE DE 
NOMBRES REELS - 


Nous tächons d'abord de transcrire (2) aucas de suites de 
nombres réels. Comme le %, est une variable, il faut transformer 
la suite des nombres réels 


a;, CEA .….... ] An, .….... (3) 


AA Se en An ie (31) 


(1) V. Castellano : "Sull'universo delle prove come fondamento della teoria 
. Q 1! : . 
dei campioni , 31e Session de l'Institut International de Statistique, Bru- 
xelles, 1958. 
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comme l'ensemble de tous les termes de (3) de rang supérieur à i. 


La transcription de (2) par (3) : 


Freq'{ | An - al <e}>1-1n (25) 


signifie que, posant K(nn') = nombre des termes suivant de (3) : 


n'étant pas dans l'intervalle aF€E, pour un certain n assez grand, 
il y a l'inégalité 


Kb nee (En) 


et, par conséquent, que 


1 
lim ARR Lee 0 
no >ou rl en 


Nous exprimons ce fait en disant que l'ensemble de ces X(n, n') 
points est infini d'ordre inférieur relativement à l'ordre infini de 
l'ensemble total que nous supposons = 1, 


! 
Comme K(0, n')}<n+K(n, n'}, on a aussi lim (0). 


n'o n' 
et par conséquent tous les termes de (3), en dehors de l'intervalle 
a +e , constituent un sous-ensemble de (3) d'ordre infini < 1 en com- 
paraison de l'ensemble (3). 


Nous indiquons plus simplement par K% (n) le nombre des ter- 
mes de cet ensemble parmi les premiers n termes de la (3). 


Etant donné cela, nous disons que la suite (3) converge vers la 
limite ‘'principale" a et nous écrivons 


mena a (4) 
n>œ 
s'il arrive que : 
Fregualat= "#4 Emielss (5) 


c'est-à-dire si toute la suite appartient à l'intervalle a+e, sauf un 
sous-ensemble infini d'ordre <l. 
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Si de n>n,assez grand 


K(n, n') = 0 
pour tout n', on a 
Freq {ra "a | Me (6) 
en toutes les 
SR ne ln, 


et a, tend vers a dans le sens ordinaire de l'Analyse. 


D'après les définitions que nous avons données, (5) définit 
un type de convergence qui diffère de la convergence considérée 
ordinairement par l'Analyse, à cause de l'existence de plusieurs 
points d'accumulation au lieu d'un seul point. Mais un seul de ces 
points a une valeur numérique du même ordre infini que la suite 
totale, et nous l'appellerons ‘point d'accumulation principale". 


Si, par exemple, la suite des valeurs réciproques des nom- 
bres naturels est : 


PR DUR dE Re Ut (7) 
celle-ci converge à la limite zéro. 

La suite 

PSN), 12 EL ISUNT6, CU TAN NT ONE (8) 
a deux points d'accumulation : zéro et ©. 

Dans les premiers n termes d'elle, il y a dehors de l'inter- 
valle (0, 1) un nombre X(n) de termes égaux au maximum entier 
contenu en log,n et comme 

.…log;n 
lim 


n>o 


0 (9) 


zéro est le point d'accumulation principale et (8) a zéro comme 
limite principale. 


Les considérations précédentes sont valables pour tout ensem- 
ble d'un nombre fini de valeurs et, en général, pour toute variable 
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dont la distribution des fréquences est connue. Si nous supposons, 
en général, comme définition de convergence d'une variable X, à une 
limite finie a, la (2). 


Free male) l-n (10) 


il s'ensuit immédiatement que : si une suite de variables réelles 
converge vers une limite déterminée et finie, cette limite est unique 
ou elle est principale, selon que 


timew,t =#0 (11) 
ne 7 


où w, est le champ de variation de X,. 


III - OBSERVATIONS PRELIMINAIRES SUR LA REPRESENTATION 
D'UNE VARIABLE - 


Avant d'appliquer les définitions, que nous venons de donner, 
à une suite de variables réelles, tendant vers une variable-limite, 
nous faisons quelques observations sur les représentations ordinai- 
res des variables réelles. 


Les variables réelles ne sont pas des ensembles ordonnés en 
soi, mais elles peuvent certainement être ordonnées selon l'inten- 
sité des valeurs qu'elles acquièrent. Cette distribution des valeurs 
est représentée, sur le plan carthésien, indifféremment par la courbe 
de graduation ou par la fonction de répartition, selon que sur l'axe 
des coordonnées on met les valeurs de la variable ou les fréquences 
des valeurs ne surpassant pas une certaine limite, seulement si l'on 
considère, évidemment, les fonctions de répartition en leur propre 
champ d'existence, au lieu de les considérer dans le domaine le 
plus vaste possible de -w à +, comme le font plusieurs auteurs. 


Si la variable est donnée sous une forme continue, il faut 
toujours supposer l'ensemble comme infini, car la masse est distri- 
buée en petits intervalles infinitésimaux dx. 


Ayant convenu cela, la constante Y=a a comme fonction de 
répartition 


p <a 
HÉROS IS DOUTE à (12) 
(0) > a 


tandis que la ‘presque constante" zéro représentée par la (7), à la 
fonction de répartition 
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F(X) = pour 


<1 (13) 
; 


où le symbole @ signifie : inexistant. 


nn OK XX 
ANUN 


La suite (8) aussi, dont la fonction de répartition existe en 
tout le champ x > 0, représente zéro comme une ‘presque cons- 
tante'', mais sa fonction de répartition est : 


p 
HE) CO POUR 
jl 


NV TN 
=) ie) 


Ga) 


Nous indiquons maintenant par XY{(F) la variable ordonnée X,, 
c'est-à-dire sa courbe de graduation, et par F(X) sa fonction de 
répartition. Entre les fonctions correspondantes, que par commo- 
dité nous écrivons avec les notations du cas continu, qui inclut, par 
les conventions ordinaires, le cas discontinu, x(F) et F(x) , on a 
la relation 


x(F) = F°''(x) (15) 


IV - CONVERGENCE ‘PRESQUE EXCLUSIVE'"' D'UNE SUITE DE 
VARIABLES REELLES - 


Nous pouvons maintenant appliquer la (5) au cas général de la. 
convergence d'une suite de variables réelles à une variable-limite 
principale. 


Définition : 


Nous disons que la suite de variables réelles X,{(i=1,2,...,n,...) 
a la variable Y comme limite presque exclusive ou principale, si, 
étant donné un € > 0 pour tous les X,, sauf un sous-ensemble infini 
d'ordre < 1, l'inégalité 


ER CIRSERCH) IEEE (16) 


est satisfaite pour chaque valeur de F, sauf tout au plus un ensem- 
ble infini de ces valeurs, de dimension nulle. 


Si le sous-ensemble de variables Y,, qui fait exception, est fini 
ou nul, la limite est unique et la convergence est ordinaire. 
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Soit la convergence ordinaire, soit la convergence principale 
peuvent avoir lieu ‘partout ou ‘presque partout'', selon que (16) 
est valable pour toutes les valeurs de F sans exception, ou avec 
l'exception d'un ensemble de dimension nulle, 


La convergence presque exclusive partout est, par conséquent , 
définie par la même inégalité 


re ONE (FR) ER) "E > 107 (17) 


définissant la convergence des suites de nombres réels, la fréquence 
1 -1N étant relative à l'ensemble des n premiers X, de la suite des 
X,, pour n>n,. Dans la convergence presque exclusive, presque 
partout, la fréquence 1 -n est relative à l'ensemble des X,, et 
pour un certain n assez grand, pour chaque X, satisfaisant (16), à 
l'ensemble des valeurs de F. Quand il y a une possibilité d'équivo- 
que, il faut distinguer les différents cas, en mettant l'indication de 
la variable en question en bas, avant les parenthèses, c'est-à-dire 
qu'il faut écrire : 


Freq, oùrDien Fred. au lieu de Freq. 


La notion Freq, devrait indiquer la convergence ordinaire presque 
partout. 


Il est facile de construire des exemples de suites de varia- 
bles montrant ces types de convergence à une limite seule. Si, par 
exemple, X, est constitué par l'ensemble des points de l'intervalle 
+(1+a,) avec densité 


la suite des X, converge partout, à la variable, dont la distribution 
de la fréquence est 


exclusivement ou presque exclusivement, selon que les a, sont des 
valeurs de la suite (7) ou de la (8). 


D'une manière analogue, la distribution normale : 


MELLE 
2012 (18) 


car 
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FAURE DOUTE ea 
> 0 œ FT Hire: 


définit la variable normale tendant vers la presque constante X=M, | 


définie dans tout le champ Fw, exclusivement ou principalement, 
selon que l'on donne à 6, des valeurs d'une suite convergeant vers] 


zéro comme (7) ou comme (8), Mais si nous considérons la cons- || 


tante M pour chaque © suffisamment petit, il en résulte 


Freg | MP er ln (19)|| 


et par conséquent on peut dire aussi que la variable normale X, con- 
verge ‘presque partout'' vers la moyenne #, de quelque façon le ©! 
tende vers zéro. Particulièrement la variable de Bernoulli 3%, con- 
verge au sens ordinaire, avec l'augmentation de n, vers la presque 
constante P, définie dans l'intervalle (0, 1). 


Des considérations faites il s'ensuit que si nous mettons 


ü (Kw X) = max|X,(F) - X(F) | (20) | 


la condition nécessaire et suffisante, pour que X, converge au sens 
Ordinaire-vers X,-est-que: 


roux. X) =10 (21) | 


n> 


et que, par conséquent, l'inégalité 


lim w(X., X)>00 (22) 


n > © 


caractérise, avec (17), la convergence partout vers une limite prin- || 


cipale, et la convergence presque partout vers une limite exclusive 
ou principale. 


Nous observons que la convergence ordinaire, ''presque par- 
tout” est une caractéristique des variables aléatoires théoriques, 
sujet du calcul des probabilités, et que les variables empiriques 
correspondantes convergent - par la loi empirique du cas - vers la 


valeur limite théorique, mais seulement ‘'principalement''. Par exem- | 


ple, la distribution d'un nombre suffisamment élevé À de détermi- 


nations empiriques indépendantes de la variable de Bernoulli, faites : 
chacune sur 7 épreuves, a pour n—3w, la ‘presque constante" P'"'! 
comme limite principale, car pour chaque valeur de n, ces K# déter- | 
minations peuvent même toutes présenter des valeurs bien distantes ! 


de P, bien que ce fait soit absolument exceptionnel. 
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V - CAS PARTICULIER DES VARIABLES DEPENDANTES - 


Nous considérons maintenant, d'après les résultats précédents, 
la signification de l'inégalité 


Probe ae nr Lee si sn (23) 


prise par Fréchet comme la définition de la convergence en proba- 
bilité. 


Si X,, et X sont indépendantes, X est nécessairement une cons- 
tante ou une presque-constante. 


Tandis que s'il y a une connexion entre les valeurs des deux 
variables, alors une partie seule des valeurs de X, peuvent être as- 
sociées à un x déterminé, et si l'on remplace aussi Prob par Freq, 
comme nous avons fait à (1), (23) devrait être écrite plus correc- 
tement de la manière suivante : 


PTE EX (x) Le fe 2225 luTen (24) 
pour x variable en tout le champ d'existence de Y. 
Cela signifie que pour chaque x constant, la variable X,(x) 
converge vers la constante certaine x, C'est-à-dire X,(x) est de la 
forme 


X4 = X + Yn(x) (25) 


et en définitive 


X = X +YŸ,(x) (25!) 


n 
où Y,(x) représente un ensemble de fonctions du paramètre x ten- 
dant toutes vers zéro quand nr tend vers l'infini. 


On peut alors l'écrire aussi : 
PES CE) MEET #7 (26) 


et ainsi que l'équivalente (24), elle rentre comme cas particulier 
dans la forme plus générale (17) de la convergence presque exclu- 
sive, que Fréchet appelle ‘'eonvergence légale"', et que nous pensons 
qu'elle puisse exprimer le concept essentiel de la convergence en 
probabilité, 
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VI - CONCLUSIONS - 


A plus de 30 ans de distance de la 1ère édition du "Calcul | 
des Probabilités'' par Castelnuovo, où pour la première fois on af- || 


firme clairement que le théorème de Bernoulli ne peut pas rempla- 
cer la loi empirique du cas dans la légitimation des applications du 


calcul des probabilités, les auteurs de traités, qui s'adonnent à cette | 


science, continuent à chérir - du moins chez les autres - l'illusion, 
pas encore déracinée, que le calcul des probabilités étudie les varia- 


bles aléatoires empiriques. Cela donne au calcul des probabilités {| 
l'appât dangereux des choses miraculeuses et impose au statisti- || 
ciens la mise en lumière des anneaux de passage entre les théories || 


abstraites, la statistique théorique et les applications que les ma- 
thématiciens peuvent même négliger. 


Si la connexion de la théorie mathématique des probabilités 
avec les applications est constituée par la loi empirique du cas, 
l'anneau de passage, pas aperçu toujours, entre le calcul des pro- 
babilités abstrait et la statistique théorique, est, selon nous, l'opé- 
ration aléatoire définissant en bloc et ‘'a priori la variable aléa- 
toire comme un ensemble de résultats équivalents possibles, La 
distribution de ceux-ci, comme elle est représentée par la courbe 
de graduation ou par la fonction de répartition, ou bien par la fonc- 
tion de densité, définit parfaitement la variable aléatoire, et deux 


variables aléatoires sont égales, si elles ont la même fonction de || 


répartition. L'opinion contraire de Fréchet est justifiée par la con- 
sidération de deux variables aléatoires, ayant la même fonction de 
répartition, qui présentent de différentes déterminations associées, 


comme, par exemple, il arriverait si elles étaient définies par l'opé- || 


ration de jet d'un seul dé et ensuite par la lecture de deux faces 
différentes déterminées. 


Mais en ce cas, les deux variables sont dépendantes et l'opé- 
ration aléatoire définissant l'une des deux, Ÿ comme dépendant de 
l'autre, Y, comprend comme composante essentielle l'opération $8(X) 
qui définit le X, selon le schéma 


8 (Y) = B(X). S(x/Y) 


et l'on ne peut supposer sa fonction de répartition sous la forme de | 


F(Y), mais sous la forme de F{x/}). 


Rien n'empêche de définir égales deux variables Y et XY asso- | 


ciées et d'écrire : 


YK) ER ou XX (NET 
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quand 
MX) SX 
ou CUIR 
il serait peut être mieux d'écrire 
X =Y): 


mais cela ne signifie point que c'est impossible de définir égales 
deux variables simples indépendantes et d'écrire : 


Cr 4 
quand les fonctions de répartition de celles-ci sont égales. 


Il est évident que deux variables simples égales ne peuvent pas 
être coincidentes et afin qu'elles deviennent associées, il faut intro- 
duire de nouvelles conditions qui ne sont pas nécessaires aux varia- 
bles indépendantes. 


L'opinion de V. Mises semble donc être justifiée, c'est-à-dire 
que les variables aléatoires sont tout à fait définies par leurs fonc- 
tions de répartitions, à condition, évidemment, que les variables 
doubles soient interprétées comme définies par la fonction de ré- 
partition double et ainsi de suite. 


L'avantage d'une proposition du Calcul des Probabilités, qui 
soit fondée explicitement sur l'ensemble des résultats possibles de 
l'opération aléatoire, ou ‘univers des épreuves" (1), réside, selon 
nous, dans le fait qu'elle pourvoit la Statistique théorique d'un mo- 
dèle concret des phénomènes empiriques, sujets à des variations non 
contrôlables une à une, et encore dans le fait qu'elle pose claire- 
ment les limites infranchissables du modèle mathématique, qui ne 
peut représenter la suite des phénomènes empiriques obéissant aux 
lois du cas - ou que l'on suppose qu'ils obéissent - mais elle re- 
présente seulement les ensembles constituées par ces suites etpar 
leurs parties continues. 


Dans notre étude, nous présentons la convergence des sui- 
tes vers une limite principale comme le modèle mathématique 
de la convergence vers une limite des collectives empiriques. 


(1) V. Castellano : ‘'Statistica e Matematica", Discours d'ouverture de XVIIIe 
Réunion de la Société Italienne de Statistique, Roma, 1958. 
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Cette convergence, que nous appelons ‘presque exclusive" en oppo- | 
sition à la convergence ‘'ordinaire'' yers une seule limite, dont l'Ana-. 
lyse mathématique s'est seulement intéressée jusqu'ici, ne constitue | 
pas un résultat particulièrement nouveau, mais c'est un point de 
vue pouvant donner le ressort à un nouveau chapitre de l'Analyse ; | 
les progrès plus ou moins récents du Calcul des Probabilités auto- 
risent à croire que ces études peuvent être susceptibles de très in- 
téressants développements. 


LA CONSTRUCTION DU CHAMP DE PROBABILITÉ 
AVEC LA SOLUTION FONDAMENTALE 
DE L'ÉQUATION PARABOLIQUE NORMALE 
AUX CŒFFICIENTS HOLDERIENS 


Halina MILICER GRUZEWSKA 


INTRODUCTION 


On a démontré que la solution de l'équation parabolique normale 
((1.1) [1] ), sans terme linéaire, dite l'équation de Kolmogoroff, qui 
n'est autre que la solution fondamentale normée, est la densité de la 
probabilité de passage (fonction de passage) de processus stochastique. 
Les hypothèses qu'on y fait se trouvent précisées dans l'article [1] 
comme Supposition I et Il, et la solution en question c'est la fonction 
U(X, t. Y,r), définie par la formule (1.2) du même article. On a dé- 
montré aussi [2], qu'on peut définir dans chaque champ de probabilité 
la probabilité conditionnelle (ou de passage). Dans cet article au con- 
traire on demande, si l'on peut construire le champ de probabilité, dès 
quion a la solution de la dite équation (1.1), MI Ut M, Tr) "La. ré- 
ponse est positive. 


1/ On déduit facilement des articles [1] et [2], que la fonction : 
DÉC) EE MENRUI EC EYE) (GER) 


- dite fonction de champ dans R,,- sera la densité de la probabilité, 
définie Pour VER” MER” OR ET<NMEconst sitseulementtiamfoncez 
tion f(X, t) est la densité de la répartition définie pour XER,,O<t<T 
- dite répartition marginale horizontale - Posons : 


Gbr)= f fu t: Y,T)du= f_ fat) Utut:Y, r)au> 0, (2.1) 


Rn “ Rn 


LOT AYENR 
Il nous faut savoir quet(Y,t,r) est une fonction de champ dans 
R,. Mais c'est une conséquence immédiate de la définition de la fonc- 


Hon U(X,t:1Y,r),diiet de l'expression (2: 1).: On'sait aussi, que : 


lim p(Y,t,T) =f(Y,r), (3.1) 
à sc cl D 
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dès que la fonction f(X, r) est continue au point (Y,r}), [3], [1]. Elle | 
définit aussi la répartition marginale verticale, [ 2], par la formule : || 


ÿ 
J PEUT) ART tr) ONE RP AOES ENT MT SIG ETE 
- © | 
p(Y,t,T) est donc la densité de F(Y, t, Tr). La densité de la compo- || 
sante horizontale sera : | 


UC (Y, +: XOOPS NU ET, 7) A) 


les deux composantes du champ verticale et horizontale seront donc : 
y » X + 

1 UX,tivr)dn et, [|  U(riu, tj du (5.1) 

-@ 


”-œ 

Soit maintenant y (u) =0 l'équation conjuguée à l'équation ÿ(u)= O, | 

dite équation (1.1), [1]. Nous savons, que si les coefficients de l'é- | 
quation y (u) = 0 vérifissent les conditions d'Hôlder, alors : | 


A DAT tr) ) 10) (6.1) 


Il résulte alors de la définition (2. 1) et de l'égalité (3. 1), par la 
même méthode que dans l'article [1], que : 


p(Y, Toute) = VAE) (7: 1) 


sous la supposition que la fonction : f(Y,r)/ A(Y,+r})est la solution de 
l'équation yg(u)) =0/"En effet: 


DVP ETATS) =x f ft, DER NE ER) du donc 
Rn 


p(Y,t,r)/A(Y, +) =à Î f(u, t)r(u, t; Y,r)du>f(Y, r)/A(Y,T), 


“ Rn 


parce que les coefficients des parties principales des équations conju- 
guées sont égaux. Outre cela on sait que : 


vr J fu, tr (ut: Y,r)u)=0 


‘“ Rn 


Alors, ,si on a : 
Vr(Y,T)/A(Y,r))=0, alors : (6'.1) 


x [fu t}r (ù tir) que FN PAT) CE | 


É(V,1t) LOS DS A) TEEN) 


tr 


CONSTRUCTION DU CHAMP DE PROBABILITÉ 373 


On a donc démontré que : 


À tt, DAC MR TV; du=f(Y, r), 
ou que : GA 
Re ,-materdr fiid a 
On a donc alors : : 
f(Y,T) = / f(u,t) U(u,t;Y,r) du. 


“ Rn 


D'ici résulte pour la fonction de champ dans R,, une formule élégante. 
LOC Te TM ENDURO TV, 7 JU‘(Y, moral) es) 


Je nommerai dès lors le champ des mêmes probabilités margi- 
nales par : 


champ simple. 


On voit que dans ce cas les probabilités marginales du champ 
construit avec la solution fondamentale de l'équation (1.1), [1], ne 
sont pas arbitraires : elles sont toutes les deux une solution de l'équa- 
tion de Fredholm de seconde espèce : 


(Ver) sn U(u,t.Y, r)f(u, t)du, (9.1) 


dont le noyau U({X, t; Y, r) dépend des coefficients de l'équation (1.1),[1], 
sous les hypothèses I et II de l'article [1], et les suppositions (6.1) et 
(6.1) de cet article. Mais la construction du champ dans le cas géné- 
ral, qui est définie par les formules de (1. 1) à (5. 1) repose seulement 
sur les hypothèses Iet II, [1]. Ce champ pourrait être aussi simple, 
dès que nous pourrions affirmer que l'équation (9. 1) possède des solu- 
tions ou une solution. Une telle solution existerait, on le sait, si le 
domaine d'intégration dans l'intégrale de la formule (9. 1) serait borné. 
En résumant nous pouvons écrire : ‘'La solution fondamentale de l'é- 
quation ler de Kolmogoroff, sous les suppositionsIetIlde l'article![1], 
étant normalisée, alors la fonction U(X, t; V,+}), ( (1.2), [ 1]}), est une 
fonction de passage d'un champ de probabilité dans R;,, défini par les 
formules de (1.1) à (5.1). Si la densité f(X, t) de la probabilité margi- 
nale horizontale est arbitraire, elle peut être différente de la densité 
P(Y,t,T)de la probabilité marginale verticale, qui peut dépendre aussi 
du temps passé t. Si au contraire cette densité f(X, t) est une solution 
de l'équation (9.1), alors la densité g(Y, t, r) lui est égale. "En parti- 
culier on a le Théorème suivant : 


THEOREME (1.1) - 


Pour que le champ de probabilité, construit avec la solution fon- 
damentale normalisée de l'équation ler de Kolmogoroff, assujetti aux 


374 HALINA MILICER GRUZEWSKA 


conditions I et Il, [1], soit simple il faut et il suffit, que l'équation 
intégrale (9. 1) possède la solution. : 


2/ Pour résoudre l'équation (2.1) faisons intervenir la seconde 
intégrale généralisée de Poisson-Weierstrass [3], [4], à savoir : 


LV br)= Je tr@tY,r)duiter (1:72) 


Rn 


où P (u, t) est une fonction intégrable et bornée dans R,. C'est évident, 
qu'au cas où la supposition (6. 1) est valable on a FU t, 1) (UE 
On y remplace la fonctionr(u, t; Y,r}), pour la normer, par la fonction 
U(u,t;Y,r)et l'intégralel, (Y,t,r) par I(Y,t, +), en écrivant : 


= 


TON sel (N, tr) AÛY, r) = p(u,t) U(u,t;Y,T) du. (2.2) 


Rn 


On démontre comme dans [3], [4], que si la fonction p(u, t) est 
continue au point (Y, tt), alors : 


lim I(Y. tr) = BC). (3.2) 


VE 


Nommons par f(u, O) une fonction continue du champ dans R,, et 
la fonction I (Y, O, 7), qui lui correspond, par f(Y, +), de sorte que: 
1) = { f(u, O) U(u, O; Y,T) du. (4. 2) 


Rn 


Mais nous savons déjà que : 


ER T ON Er 20 PE) 0E le NAT) VEN (502) 


La fonction f(Y,r) est donc une fonction de champ. On démon- 
trera, que c'est la solution de l'équation intégrale (9.1). En effet, on 
reçoit, en la substituant dans la partie droite de cette équation, après 
avoir changé la variable d'intégration u par v dans (4.2): 


Hs U(u,t: Y,T) f(u,t) du = FA U(u,t; Y,r) /_ f(v, 0). U(v, O, uit) dv du; 
Rh £ Ce 


Rn Rn 


D'où on reçoit par le changement de l'ordre d'intégration : 


Je U(u,t;Y,rT)f(u,t) du = ’. f(v, O) fu, O;u,t)U(u,t;Y, r) du dv 
e R e e 


R} Fa 


ce qui donne d'après les résultats de l'article [1] 


L 


Î Utut:Y, 7) f(u, t) du = ft, OU OEVS 7) dv, 


Rn MRA 


e 
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d'ici et de la définition (1.2) résulte l'égalité (9.1), c.q.f.d... On a 
donc démontré le : 


THEOREME (1. 2) - 


La solution non nulle de l'équation de Fredholm (9. 1) est la se- 
conde intégrale généralisée de Poisson-Weierstrass ,; de la solution 
fondamentale normée du ler équation de Kolmogoroff, pour t = 0,et 
d'une fonction de champ dans R,, qui est continue. L'équation est assu- 
jetie aux suppositions I et II, [1]. D'ici résulte comme corollaire le : 


THEOREME (2.2) - 


Admettons les hypothèses I et II de l'article [1]. La solution fon- 
damentale, normée U(X, t. Y, Tr) de la première équation de Kolmogo- 
roff y(U) = O, et la seconde intégrale généralisée de Poisson - Weiers- 
trass, de cette solution pour t = 0, et d'une fonction de champ, continue 
dansR,, construisent dans R,, le champ simple. Ces deux composantes 
vérifient l'équation de Smoluchowski 


En effet. Il résulte de l'article [1] et des résultats précédents 
(à savoir des formules (4.2) et (5.2) ), qu'il ne suffit de démontrer 
l'égalité de Smoluchowski que pour la densité U'(Y,7 5% hr tee le 
composante horizontale. Elle est définie par les formules (4.1), (2.1) 
et(9.1); d'où résulterque.: 


DO TT D NÉ C O EOT, 1) UCAT-). 
où f(Y,T)est définie par l'égalité (4.2). On a donc : 


fe Dr uzi et) Ut) 42 
% Rh 


Ho a)ECY, rt). U(Z02:Y, 0lfX, t)/f(Z, 9) U(X,t2 6) 42e 


e 
Ra 


MR) CA) USE VC )EU (Tr: X; tic. q.f.d 


Remarque. 
L'égalité (6! 1) résulte des égalités (4.2) et (6'.1) 
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SUR LA SOLUTION DE L'ÉQUATION PARABOLIQUE NORMALE 
AUX CŒFFICIENTS HOLDERIENS 
QUI EST UNE PROBABILITÉ CONDITIONNELLE 
DE PROCESSUS STOCHASTIQUE 


PARTIE | 


Halina MILICER GRUZEWSKA 


INTRODUCTION 


On sait, certaines conditions étant admises, que la probabilité 
de passage de processus stochastique est une solution de la première 
équation de Kolmogoroff [1], et que la solution de deux équations de 
Kolmogoroff est une fonction de passage. Les solutions des équations, 
dont il s'agit, se trouvent chez Feller [2] et Dressel [3]. Mais la 
supposition de la continuité des secondes dérivées des coefficients de 
la forme caractéristique de la première équation de Kolmogoroff est 
essentielle. 


Récemment l'équation parabolique fût résolue par M. W. Pogor- 
zelski (voir [4] et [7]) sous l'hypothèse que les coefficients qui figurent 
dans cette équation sont hôlderiens donc sous une hypothèse beaucoup 
plus générale. Dans ces conditions la seconde équation de Kolmogoroff 
peut ne pas exister. On verra, que le théorème d'unicité de la solution 
de l'équation parabolique [5] suffit pour démontrer, que la solution de 
la première équation de Kolmogoroff est la densité de la probabilité 
de passage. 


Les notations sont appropriées de l'article [4]. 


1/ Soit l'équation parabolique normale avec un signe changé (près 
deu). 


D Da Ce tu =" à (X Du, +e(x,t)u + u!=0 (1), (1.1) 
> j=1 NN Et l 
Nous admettons les hypothèses suivantes : 


-1. Les coefficients a;;(X, t} a, St)et ct) sont définis, bornés 


(1) Pour c(x, t) = 0 c'est l'équation de Kolmogoroff. 
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et continus dans la région (XER,, 0<t<T), R, désignant l'espace | 
euclidien des points X(x,,%x,, ... x, ). ue | 


-II. ces coefficients sont soumis aux conditions d'Hôlder, a savoir : 


[a;;(, t,) -a;,(Ÿ, t,) | <k(IX-Y/ Fihétes tie). 0<h,h'<1, 


PEN at 0) NS RE REN MEN OAI (2.1) 
LATE ARE LT Le Pr TOUT 
h, h', k, k' et k"' désignent des constantes positives, Y = Y (y, ,...y jet. 


RENÉ SN GS e 


i=1 


-III. la forme quadratique > ai; AA: est définie positive et,si a'i(Z,t), 
ij 

LE Z(Z NN ZA) ER, 01<t << T, désignant les éléments dela matrice 

inverse à la matrice ||a;,(Z, D], et que : 


Qu CN) = ÿ al DURE TS) (ER Fe (3. 1) 
loue : 


alors il existe des telles constantes positives g et G que : 


Alanis oO Ve IX NLLIERYS 0 


En posant comme toujours: 


= HULK 7 
WPT(X, ET YST) = (T-t) 2 exp a) sale) il) 


on a comme solution fondamentale de l'équation (1.1), (v.[ 4] ) la fonc- 
tion suivante : 


a ù 
PRÉ Vi) = WO(X It VU TV [ s wA0(X,t:Z,0)0(2,8;V,r)dZd8(6.1) 


et VRh 


où®(X,t;Y,T) est la solution de l'équation intégrale : 


Tel, CRIE CNT) EEE SUR 
ou _ 
/ Rue CNEz 06) (20 5) Et 
n R ? 


A(X, t) = \]det Jaïi (X, t)|. 
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En posant encore : 
(AR N(X A: 2, 0 )SACLTEX. 12, e)=4, .Lw(X, t;2, )] A(X, t), (8. 1) 


on peut ecrire que : 
AT # 
O(X,t;Y,T)=f(X, 1: Y,r) + x | | AUX, t:Z, 6)f(2,8:Y,r)dZ de,t<r (9.1) 


Star 


N(X, t;: 2,68) c'est le noyau résolvant de l'équation (7. 1); les noyaux 
itérés du noyau N(X, t; Y, 8) sont déterminés par la relation de récur- 
rence 


N° CE EE MA ONE 16 1 N(E.6;; 


+ R 


N 


, ')N,(Z,8':Y,0)dZ de', N_=N (10.1) 


n 


L'existence des intégrales des équations (10.1), (9. 1) et (7.1), 
pour t<6 < T, résulte des articles [4] et[7]. 


M. Pogorzelski fait intervenir dans l'article [6] l'intégrale que 
voici : 


APM) Ent OO Pl a ON a CP CPR) 


Core 


P(W/r) est une fonction bornée dans l'espace (R,,-0<T<T)-_et_inté- 
grable dans tout domaine mesurable et borné de cet espace. L'inté- 
(PMDNeristesetvVérieméquationt(t(l 1) Pour 


I1 fût démontré dans le même article [6], que si la fonction 
p(X,T) est continue au point (X,t), alors on a la propriété limite : 


lim J (X, t,T) =[A AUX, CHOC at): (2255) 
Rappelons que la fonction F(X, t; Y,Tr) dans l'expression (11.1) 
est définie par les formules (6.1), ... (10. 1). 
2/ On fait intervenir l'expression que voici : 
DONC, m) = AO NPC) nee Le (1:22) 


Cette fonction est une solution de l'équation (1.1), pour t <r, 
DArSPapportia x aetetr. 


Lemme (1.2). 


Si” Ja fonction  f(X, t) ‘est une solution de l'équation (1.1), 
XER,, 0<t<T, ou elle est continue et bornée (voir [5]), alors on a 
l'identité suivante : 
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OC URL EDIT) dy. Care (2.2) 
Rh 


où la fonction U(X,t; Y,T) est définie par l'égalité (1.2), si les coeffi- 
cients de l'équation (1. 1) vérifient les hypothèses I, II et III du 1/. 


Preuve du Lemme (1.2). 
Nous savons, à cause des égalités (12. 1)et(1.2), que : 


lim Ut Tr) T) dE 822 


t >T-0 R, 
Mais la fonction f(X, t) est la solution de l'équation (1. 1) et : 


ni de ER). (4.2) 


t>T 


les fonctions f(X, t) et l'intégrale : 


1. U(X, t:Y, T)f(Y,T)dY, 
Rn 


sont les solutions de la même équation (1. 1) avec les mêmes conditions 
finales : (3.2) et (4.2) et elles sont bornées, donc de classe E, (v. 5 )(), 
elles sont donc identiques, c. q.f. d. d... 


On déduit immédiatement les corollaires suivants : 


Corollaïre (12) 
Si les coefficients de l'équation (1. 1) vérifient les hypothèses I, 
II et III du 1/ et que c(X, t) = 0, alors la fonction U(X,t;Y,T), définie 
par l'expression (1.2), satisfait à l'identité suivante : 
1 DÉS RETS E) DNS MAN ER MESSE 


Rn 
Preuve duCorolillaire (1.2). 


On y pose dans l'expression (2.2): f(Y,T)=1, ce qui est légiti- 
me, parce que une telle fonction vérifie l'équation (1. 1), où on a posé 
COCO Cet lim i(X, t) = TER ER’, 


Corollaire (2.2). 


La fonction (1.2) vérifie l'équation de Smoluchowski, à savoir : 


WOCH Tr) vi U(X, t;:Z,0)U(Z,8; Y,T)dZ pour :t<8<r 


R 


L 
n 


si les conditions I, II et III du 1/ sont accomplies. 


(1) La condition finale revient à la condition initiale par le changement de 
variable par exemple : tent =+-t. 
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Preuve du Corollaire (2.2). 


On transforme l'expression (2.2) en écrivant: Y = Zetr=6>t, 
et on y pose f(Z,6) = U(Z,8;Y,T+T). C'est l'égitime parce que la fonc- 
tion U(X,t;Y,+r) est une solution continue de l'équation (EAN Dour 
HOT; net Lg UE, T) = U(X, 05 Y,r).. Outre celà la solution 


U(X, t;Y ,r) est bornée pour 0 <t <6 <r, 8 étant fixé, d'après l'article 
MSc. td. d. 


On peut démontrer aussi CE), pareillement que l'a fait Feller dans 
l'article [2], que l'expression (1.2) est non négative, sous les suppo- 
sitions du Corollaire (1.2). On a donc le Théorème suivant : 


Fhéorème"(l. 2). 


La fonction (1.2) est la densité de la probabilité de passage de 
INétArXe Mau moment ta llétat ss aummomentr tt, XX VER, Ssiiles 
coefficients de l'équation (1.1) satisfont aux hypothèses du Corol- 
laire-(1.2). 


Les conditions de continuité de la fonction (1.2), à savoir l'exis- 
tence des moments moyens (voir [2]), sera démontrée dans la seconde 
partie de cet article. 
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SUR LA SOLUTION DE L'ÉQUATION PARABOLIQUE NORMALE 
AUX CŒFFICIENTS HOLDERIENS 
QUI EST UNE PROBABILITÉ CONDITIONNELLE 
DE PROCESSUS STOCHASTIQUE 


PARTIE Il 


Halina MILICER GRUZEWSKA 
INTRODUCTION 


On a démontré dans la première partie de cet article que la solu- 
tion de la première équation de Kolmogoroff est une probabilité de pas- 
sage, si les coefficients de cette équation sont soumis aux conditions 
I, Il, III. Dans cette partie on prouera, que cette solution accomplie 
les bien connues conditions de continuité de la probabilité de passage. 
Les notations de la partie première seront maintenues ici. Les dites 
conditions de continuité pourront donc être écrites comme il suit : 
D 0 0 Lt) Ne) OX ET nd of Nat 1e 

Re. 


» 


CO Cr) UC) dr 2er) 0e 


A er, 


lim (at) ” me DR) DOM NN Gr =D ele. on 


At o 
e Rh 


Ces conditions de continuités, étant démontrées, permettront 
d'affirmer que la solution de la première équation de Kolmogoroff est 
non seulement une probabilité de passage, mais encore que ses deux 
premiers moments, centralisés vers l'état initial X, et divisés par 
l'accroissement du double detemps At, ou pour cet accroissement mê- 
me, convergent vers les coefficients de la dite équation, quandAt > 0. 


1/- Lemme (ie 1). 


Les premiers moments de la fonction de passage U(X, t, Y, +), 
centralisés vers l'état initial X, sont o(\ Tt-t), si les coefficients de la 
première équation de Kolmogoroff (équation (1.1) dans la partie I de 
cet article) accomplissent les suppositions du Théorème (1.2) de cet- 


te partie. 


Nous pouvons écrire, avec les définitions (1.2) p'hetidentianticle 
(4) (p.1) que : 


Xe tr) 1 D Ale ne EN EM CCE V)ldv (lu) 


Re 
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Où : 
NET) IE À A(Y,7) 
wWT(X, t; Ÿ,r) est défini par l'équation (5.1) p.I et 
de 
WC Liv Tr) / | WP X, t: 2.0) 012,0, Y, r) dy de 
CE 
v.(4) p.I, formules (98) et (99). 
Nommons les intégrales correspondantes aux deux composants 
de l'expression (1.1) par I, et I, respectivement. Nous avons donc : 
MO Lo) Se has Je 
On transformera le premier composant comme il suit : 
ee Moy: Jo ete. der EVE (2.1) 
8, 


P(X,T) si Gciryi) [WP X, tt: Y,r)-w 0 (Rt, Y,T)IdY + 


Rn 


J Len - 06 r)) Gi y) WT ti Y, 7) av. 
VR 


n 


Mais il résulte de la définition de la fonction P(Y, Tr) et des suppositions 
PALAIS ARQUeE 


PSP) EI ED) EE ONE DE (5) 
enques 


ne 
2 


du 
MAR, Ben) - mr RAT he 0! n2£2 (mt) sup |ali(Y,r)-aïi (X, t) | 


= 
Se |- ee |! 


v.p.ex.(4) p.I formule (16). 


Outre celà on reçoit par une transformation linéaire convenable 
de la variable Y l'égalité suivante : 


JU Gi -x) wt(x, t:v,r) av = 


+ 
CN cz exp ES z? at-v |] dz,... 42, A (X, tj 
'Rn V=l v=l 


où cl, sont des constantes. 


Ces égalités permettent d'écrire que : 


LA SOLUTION DE L'ÉQUATION PARABOLIQUE NORMALE 385 
, Nu PT se 
1, /\T= of J @i-y)(r- 1773. ré sup| ali (Y,r) - 
Re 
- A(X t)llexpl-er AD day + 


id n+1l 
+70 | ere exp er (TR) ax |. 
Ja, 

Chacune de ces intégrales est représentée comme une somme 
des deux intégrales répendues respectivement sur les domaines: r,, < 1 
et r;y > 1. Cette dernière converge vers zéro avec (r-t)}, comme il est 
facile de voir. 


Quant à la première on y pose : 


LAN EE tu; 
d'où on reçoit à cause de la supposition Il. p.I, l'inégalité suivante : 
sup [aïi(Y,+r)-a'i(X,t)| <k[(uVŸr-t} +(r-t}'], 
et on peut écrire : 


Fe Jar Car =t)/2 + (r-t)"'Jexp (-gu£) du} + 


0 sa DU ER) exp (eu -)dur 10" (1) 0 €: qe d'd” 
lu /Vr 


L'intégrale I, sera traitée comme dans l'article (4) p.I. à savoir : 


TE 
Le | P(Y,DG-7) VEUT, Dave / | wUx,1:2,6)5(2,0, raz à, 
SERRE 


Rn 
où: NT) PART PRES) dv: 
Rn 
Posons maintenant : 
XF VINS AP ATEN LE ME » 


et écrivons comme dans les articles (4) et (7) p.I que : 


RO Sn) ir Pen O0 rez) 
Où : 
Mésntisei hénseund?-2n rh, 
ele: h 
Dern) 26/27 pour y) < 1 etmi>"l ER 
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h 
LOL 2 pour re LE MERE Ut SR 


RTE ut PAPER Pal UN ie 


où €#,, €; > 0 seront petits. 
Il résulte d'ici, que: 
_ -H =! 
PB (Sfiae Lire het (Eur rh 6 ee 


Onaura alors, pour O <h, maisu+u.<l/2etu'=-1/2te,e'>O, 
mais e!' te < h,/2, l'égalité suivante : 
PT 


1,=0€/ [(e-ty". (r-e)"i+(e-ty#" (e-0)"i]de } = 


2 
Ré: 


DÉS ne UE UE 
comme u'+ui < LPC ddr de 


2} - Lemme (1.2). 

Les valeurs moyennes des secondes, moments centralisés vers 
l'état initial X, de la probabilité de passage U (X,t, Y,r), qui est la 
solution de l'équation (1.1)p.I1, tendent versles doubles des coefficients 
respectifs de la forme quadratique de cette équation avec (T-t) >0, si 
les suppositions du Théorème (1.2)p.Il. sont vérifiées. À savoir : 


T-t >o 


lim (rt) "./ (m-y1)(i-7;) U(X, EH Y,T) dY22 a,,(X,t), 1,j= 1,2, .n. (1.2) 


Preuve du Lemme (1.2). 


On écrit, conformément aux notations qui précédent : 


(4) / Gi); - y) UK t;Y,r) dY = 


Ra 


6-7 / Gu-ys) Cv) TRY PO BY, 1)1P(M,+)dY = (2.2) 


Ra 


(r-t) 2 p(X, t) Dia Gi = y) GG -y;,)w°" (R t:Y, Tr) dY + 0(1) 


Rn 


La dernière égalité c'est une conséquence des formules (3.1) et 
de l'analogue à (2.1) (1). 


Désignons maintenant la dernière intégrale de l'égalité (2. 2) par 


B;;, et formons la somme qui suit : 


ii 


ANT 


Aus Va hs DL 


| don ns don ni de ‘fée dt dre. mn nf, © de à bé 


sm msn Di 


Late Qu LS oi D à Ve de ermddtée tés tn pénes dé ani ni ah le de: dé 
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SANTE 8, / Jai (X,t) u; u, exp[-5'** (U,O)]dU. (3.2) 
i,] Rn ii 
où on a posé : 


u 
L 

EC REV = 2 u\| Det HUE, .00 )125 uw ‘la rmatrice d'une eclonne, 
u 


à 


= Mali (KR, thus: u; 


ir) 


5‘’‘(U,O) 


3 


+2 


ALL L n, a: n ; 
PE (Tete 20 0 p(X, th{r-th 2 p(Xt)-2 17. At) 


Mais nous pouvons écrire : 
Han tee lea Rest) A sun et..5 (URL O): = UV AIULS 


en usant la notiation U' pour la matrice oposée à U.et pour la matrice 
inverse à la matrice A la notiation À . Soit maintenant la matrice orto- 
gonale et normée C, et soit : 


US C\VE M donc VIE C 

k;, 0 
BAS U:= V' C! “eve, ae K-crac- fon ol 
0 O0 : 


On peut donc écrire au lieu de la somme (3.2) l'égalité : 


Dali) Bi=6, /VKV.exp(-VKV)aV (4.2) 
Rn 


ir) 


parce que dU = dV. 
Mais ca sait que : 


ls AURAS Ve NC D AE OP DE 


i=1 
et alors on a : au lieu de l'égalité (4.2) l'égalité suivante : 
a(% 1) Bb; =b . k; v? exp. (-Ÿ k; v?) dv. (522) 
ij ft =] Rh 


Changeons les variables d'intégration en posant : 


VK, v, =z,, alors dV = dZ/\k,k,...k, = dA NA 
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On reçoit donc : 


D'att(X,t) By = 47/29 © À sfexp (-S,77) 42 = 45 2 oNeAusen 


is) l LR sl 


Mais on peut écrire que : 


Da PCUDNB =D RUONUONES) NAME, EN 
j=1 


i,j j=1 
Les sommes des produits : 


a; AE (OR w) B,; +... art) B,; 
ce sont ces éléments du produit des déterminents A,et B qui se trou- 
vent sur la diagonale principale. Soit le déterminent d'ordre n de la 
forme : 


200, s- ID 
KR e 10 2, ET ON PS 
DO. 02 


et soit C, un déterminent qui donne l'égalité qui suit : 


can OA 0 
CHASSE NC | OM 75.00 
0, 0, Xnn 


alors on aura : 

RS CNUAPE) CH (DES AE NAME RUES 
d'où : it fe 
(1}C(A;:B)€, (1}={FK, (1), donc C, A,BC;=K,, et ANB-CYÉe = 
parce que : (EE en ÉCOLE 


Mais on a : 
ON AS 


ce qui prouve, avec l'égalité (2.2), le Lemme (1.2). 


3/ - Lemme (1.3). 


Les valeurs moyennes des premiers moments, centralisés vers 
l'état initial X, de la probabilité de passage U(X, t, T), solution de l'é- 
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quation (1.1) p.I, tendent vers les coefficients des dérivées premières 
de cette équation, si les suppositions du Théorème (1.2) p.I sont véri- 
fiées, avec (r-t) > 0. A savoir : 

> es 1 F É 
lim (Ft) CU ed bed mule) 


Ra 


Preuve du Lemme (1.3). 


La démonstration est ici classique (v.p.ex. (2) p.1). On part de 
l'équation de Smoluchowski pour la fonction de passage U(X, t-at;2,t) 
CHRCETAEECST EE TE 

U(X, t-at, Y,r)= / U(X,t-at;2,t)U(Z.t, Y,r) d2, 


Ra 


mais d'ici : 
USE CS ER) UE ST) > DIX EVE) f = x JUS tS1t2/1)d2E 
IE: FR: 
si n 
Ÿ Ur, CAL NE ET) tx 2) (x; - z;) UC +t-4t:7; D dZEO0U) EE 
R 


En 


donc : 


O=U! + JU! lim 1/at Je - x;) U(X, t-at;Z,t) dZ+XHY+ S'U'' a; {Xt) 
. z 2 ta 


Rh 1=j 


Mais la fonction U est la solution de l'équation (1.1) p.I, avec le 
coefficient c(X, t) = 0. D'ici et de l'égalité précédente résulte que : 


# 


lim 1/at / (2x) UE MOMIE 2 U)dZ = bain "r 00 cdd 
At>o ve 


Le Théorème (1.2) p.1, les Lemmes (1.1), (1.2})-et (1.3) p. IT 
permettent d'énoncer le Théorème (1.3) : 


THEOREME (1.3) - 


Les suppositions du Théorème (1.2), étant admises, la solution 
de l'équation (1.1) p.I est la fonction de passage de l'état X au moment 
t à l'état Y au momentr, et les coefficients de cette équation sont res-— 


Ce 1 
pectivement les valeurs limites moyennes de 2 des moments seconds 


et des premiers, pour (T-t) > 0. On peut traiter le coefficient du ter- 
me linéaire, qui est ici égal à zéro, comme limite moyenne du carré 
du premier moment, pour (T-t) > 0. Tous les moments sont centrali- 
sés vers l'état initial X. 
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note de la page 9 - 


(1) 


P, CZ) = | DZ 0 Em) ET (ET) ay -0 À [ T3 (r- 0ÿ"1 (nb E Re) ay | ; 
ER SR 


ty JPY) WX t:Y,r) dY = d, P(Y, +) = (xi-p)(x-y) Pr) | 
donc : 
de ne) we o(x, t: 2,0) (Z, 6,1) dZ de ,où:s81i1X -Y1=T,4 
ne | 


alors : 


n 


où:n -n +2 -2u -h,. 


On a donc : 
: 2 sr > FL *: » # D 
a=0{ / UE -6)pid rie si D (ne Re de ÿ Fe ete) fav} 4 
Ra Ra n 
ibfaicdra pose LE ie; 2e Selonilé cs ou tel Moutr emin 
p,' = il De ee PNEU M OUTRE 11 on D à 
u =-h, 19 LM nt ri 1 2 MOST 
En intégrant l'expression d il faudra accepter pour l'exposant de (8-t) de la 
fonction dominante du quasipotentiel:u" = -1te'"", u' =-1/2Te, u=te,le. 
signe + ou - étant assujeti au cas de r,,<1 ou r,, > 1, on recevra ainsi ne 
me Ro de (r-t) dans l'expression d : h/2+ a ou.h,/2+41 00e 


h:/2 +e, te'!, Ils seront tous positifs dès que e + é D2.et “4 <h,/2 et 
et + Ai < h 2, ce qui est toujours possible. L'expression d sera dore O(1), 
cdd, ds 


SUR LE DOMAINE D'ATTRACTION DE LA LOI DE POISSON 


A. FUCHS ET N. ROBY 


I - POSITION DU PROBLEME - 


Pour tout entier n > 0 on considère n variables aléatoires 
(v. a) indicatrices indépendantes X,,(k = 1,.., n) où X,,peut prendre 
les valeurs 


1 avec probabilité p,, où 0 < p, < 1. On posera 
0 11 1 l-p., ÉD à 

LR n 
Sn = > X ns 


x 


8n nn Pis y ENS 


k=1 


Iax p,, (0<a,< 1) 
et l'on étudiera le rôle des deux conditions suivantes 


lim-a, = a, Dar 
n > © 


(1) 
lim «,= 


n= © 
n > œ 


(2) 
Pour tout nombre a> 0 désignons par Y, la v.a. de Poisson 
du paramètre a, définie par P {Y, 


k} = e°° a (k : entier > 0). On 
sait que si (1) et (2) sont réalisées la suite de v.a. S,; tend en loi, 
lorsque n—)o, vers la v.a. Ya. 


Nous nous proposons, au $ 2, de donner une démonstration 
simple de cette proposition. Au $ 3 nous montrerons que, récipro- 


quement, les conditions (1) et (2) sont nécessaires pour que la suite 
de v.a. S, tende en loi, lorsque n—>w, vers la v.a. YŸ,. 
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II - THEOREME DIRECT - 
THEOREME I - 


Si les conditions (1) et (2) sont réalisées, S,—>Y, en loi. La 
fonction caractéristique (f.c.) du $, est : 


n 


D AUS D A lee) ER 


3] k=1 
> Ys, (t) = Log p, (t) = 2 Logill pen) 


d'où, en posant el! - 1 = z : 


Soit V un voisinage réel de t = 0 tel que t E Ÿ — |e''-1|=|7z|<1. 
Alors |p,, z| < p,,<'1i et l'on peut développer Log (1 +, p.221 ner 
série entière absolument et uniformément convergente dans |z|<1. 


Log (1 + p,,z) = p,,z + R,, (z) 


à Ba) 4:27) 
où Rio (2) = + ee 
2 2 3 3 2 3 
= Rien LEP ER 
2 3 2 5 
nr 0 - Log (1-a,)-a, 
pes (— + Ne 7) FD, ES (car 0<a,<1) 
n 
=) Ds (t) = An Z + > R «n (2) 
k=1 
n 
— LS -a ze lRiz -azLrO LR (2)] 
k=1 
le 2azl<A)a,-allzle/a, "al L'O 000 PA EEA 
Or 
À - Log (1-a,)- «a 
DR) ES LA ut PE VE zee)iz lee 


k=1 a, 


On a donc, V te ® : 
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- Log (1-a,;)-@; 


PE (EMMA (el MIRE a, aa, = 


Or, en vertu de (1) et (2) le second membre tend vers 0 lors- 
que n—>. Mais puisque ce second membre majore le premier uni- 
formément p.r. à t € V, il en résulte que le premier membre tend 
vers 0 lorsque n—> « et ceci uniformément p.r. àtEV.— VS (t) 


tend vers a (e!!- 1) lorsque n—>, cette convergence étant uniforme 
dans un voisinage réel V de t = 0. La conclusion en découle d'après 
un théorème classique de P. Lévy en remarquant que a (e''- 1) 


est la deuxième f.c. de la v.a. de Poisson Y,. 
II - THEOREME RECIPROQUE - 
THEOREME III - 
Si S,—Y, en loi, alors les conditions (1) et (2) sont réalisées. 


Supposons à présent que S,-—>Y, en loi ; il en résulte d'après 
un théorème classique de P. Lévy, que sur tout intervalle réel 
borné de valeurs de t, en particulier pour -r < t< +7, la f.c. 


Ps (t) = rl [1 + Ph (e''-1)] de S, tend uniformément vers la f.c. 
e*(eit-1) de Y,. C'est dire que le polynôme de la variable complexe 
Ua ENGINE TT ISIEE D "p,. u) tend uniformément vers la fonction 
holomorphe eu sur le cercle |u|= 1, donc aussi dans le disque 


lu | < 1% En particulier, pour u = 0, He e p,)—> e *; pour n suf- 
k=1 


n 
fisamment grand on aura donc e‘**<][T (1- P,) ; mais d'autre part 
k=1 


n 
TT (- p,,xe'°". Donc pour n suffisamment grand e‘**<e "a, < 2a. 


Kk=1 
Il en résulte que a, est borné quel que soit n : 


An SAME Vn entier > 0 


Soit alors © (O,R) le disque du centre O et de rayon R > 1. 


n 


Pour u€E € (0,R)ona/|P (u)|<IT HÉPAD AR) TE ESS I ee 


k=1 
Les polynômes P,(u) sont donc uniformément bornés dans 
@(O,R) ; comme ils convergent uniformément vers e°(*-! dans 
le disque |[u|< 1 intérieur à ©(O,R), il résulte du théorème de 


Vitali qu'ils convergent aussi uniformément vers la même fonction 
dans tout le disque €(O,R), en particulier dans tout un voisinage de 
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n 
u = 1. Si l'on pose alors u - 1 = z, le polynôme F,(z) = [1 (1 + p,, z) 


k=1 
tend donc uniformément vers la fonction e*’ dans tout un voisinage! 


de z = 0 : d'où convergence l'un vers l'autre des coefficients de! 
Taylor de même rang. | 


En considérant les coefficients de z il vient ainsi : 


lim a,=a (1) 
n > © 


En considérant les coefficients de z?2 il vient de même : 


2 
: \? - à 
lim er P, n p,, 2 


mais, comme a? = D D D P,, P, — a°, il en résulte que 
k=1 h<k 


n 
D pi 0; d'autre part ü, < S p? , d'où également : 
k=1 


kK=1 
As —> 0 (2) 


On voit ainsi que les conditions (1) et (2) sont nécessairement vé- 
rifiées. Notons que c'est ce théorème réciproque qui justifie pleine- 
ment la détermination de ‘loi des petites probabilités que l'on donne 
souvent à la loi de Poisson. 


RELATIONS ENTRE LES DISTANCES DE PAUL LEVY ET DE KY-FAN 


N. ROBY 


Soit Æ = Æ (Q, B,8 ) l'ensemble des variables aléatoires réel- 
les définies sur un ensemble &@ probabilisé par la donnée d'une tribu 
borélienne B et d'une mesure de probabilité &. 


Dans Æ%, on définit, entre autres, deux convergences : la con- 


vergence en probabilité et la convergence en loi. 


Il est connu que la convergence en probabilité est compatible 
avec une topologie métrisable, qu'on peut définir en mnnissant & 
d'une structure d'espace vectoriel distancié. La distance de X à Y 
est la distance de X-Y à O, et la distance de X à O est définie 
par : 


XI. © inf (el @(IXI>eXe). cf. (D 


Nous appellerons cette distance la distance de Ky-Fan. 


La convergence en loi, pour sa part, n'est pas compatible 
avec la structure d'espace vectoriel de Æ. Elle n'est, non plus, 
compatible avec aucune topologie séparée. Cependant, elle peut être 
définie par une distance que l'on met dans l'ensemble des fonctions 
de répartition ; par abus de langage, la distance des fonctions de 
répartition de X et Y s'appellera la distance de X et Y et, plus 
précisément, la distance de Paul Lévy. Elle est définie de la fa- 
çon suivante. Soient X et Y € Æ, F(x) et G(x) leurs fonctions de 
répartition respectives. Dans un plan orthonormé, soit l,; l'ensem- 
ble des points (x, y) qui vérifient la relation : F(x) < y < F(x+ o) 
(I; est le graphe de F, rendu connexe par l'adjonction de segments 
verticaux aux points de discontinuité). Pour tout nombre a, la 
droite D d'équation y + x = a rencontre l'; en un point M, et l' en 
un point N,. La distance de Paul Lévy est alors définie par : 


dit r)arseup MN. 


aŒER 
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I1 est connu qu'entre les deux dis- 
tances ainsi définies on a la relation : 


Nous voulons ici montrer d'autres 


(a) d(X, Y)<V21IX-Y|, (cf. (I), p.51). | 


relations entre ces distances, mais pour | 


donner une unité à cet article nous allons redémontrer (a). Il suffit 
de montrer que, pour tout a, on a : M,N, < V2 |IX-Y||,,. 


Posons M,N,=.d: Soient a et 8 les abscisses respectives de 
M, et N,. La relation à démontrer étant symétrique en X et Y, on 


d 
peut supposer a< B. Alors, B - a = V3: Il est évident que l'on a : 


d 
PARC ONG PE 
c'est-à-dire : 


B(X< a)- Y< Do 


Or, pour deux évènements À et B, il est évident que : 
B(A) - 8 (B\< (AN PE) 


Donc aussi : 


Mais l'évènement (X < «) M (Y> B}) est inclus dans l'évène- 


d 
ment : |[Y-X| AT Donc, à fortiori : 


Ab ep di ed he 


d 
Ver Ve 


On conclut de là sans peine que ee IY-X]|, SAC: CA Atl 


v2 


De (a) résulte le résultat bien connu, que la convergence en 
probabilité entraîne la convergence en loi. 
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Considérons maintenant le cas particulier où Y est égal à 0 
avec la probabilité 1. Si l'on coupe I; et [ par les droites D, et 
D;, on obtient une situation schématisée par la figure ci-contre ; 


on pose M,N, = d, MN = 6. 


On a visiblement : 


ego eee 


c'est-à-dire : 


De même : 


ax < Ne — 


d+è 


Comme l'évènement |X|> Vi est inclus dans l'évènement 


(x > PAU) on a donc : 


d + Ô d Ô d+ô 
mt Re PES) < À 
e(x|> F)<alx> mo + (x< a) VS 
O our tout € > _ on vérifie immédiatement que 
Tr, P V2 


B(IX|>E)<E, par conséquent : 


RSR RER 


Finalement : 


d+ 
DÉSLIPSS < V2 < V2 d (X, O) 


Ainsi, en tenant compte de la formule (a), on a 


(Bb) [a (x,o0) < VZIIXI|,,, < 2 &(X,0) 
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En ajoutant à chacune des variables en présence une cons- | 
tante a (ce qui ne change aucune des deux distances), et changeant | 
X en X-a, on a la formule générale suivante : 


(b!) d,(X,a) < V2 [| X-a ||x.r. < 2 di(X,a) 


Elle montre que la convergence en loi et la convergence en proba- | 
bilité vers une limite presque-sûrement constante sont deux phéno- 
mènes équivalents, ce qui est un résultat de Cantelli (cf. (I), et 
(III) p.168). 


Supposons maintenant, en outre, que dans la relation (b) X. 
soit presque-sûrement toujours > 0 ou toujours < 0. Alors, l'un des | 
deux nombres d ou & est nul. Il est donc inutile de le majorer par | 
d (X,O),. ce qui a pour effet de diviser par deux le troisième mem- | 
bre de (b). On obtient donc un résultat qui, sous sa forme généra- | 
lisée, s'écrit : 


(c) | 4&(X,a) = V2 |IX-all,, si, p.s., X>a ou XK a. 


On en déduit, par exemple, une relation où ne figure que la 
distance de Paul Lévy. Quels que soient X et Y € Æ on a en effet: 


dx, Y) < V2 [IX-YI|,, < 2 d(X-Y, 0) 


c'est-à-dire : 


(d) déc < d(IX-Y|, O) < 2 d(X-Y, O) 
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NOTE SUR LA DISTANCE 
D'UNE VARIABLE ALÉATOIRE X A L'ORIGINE 
Edouard BONET 


a) Définition de M. Ky-Fan. 
La distance d(O,X) est définie comme la borne inférieure des 
des valeurs x positives telles que : 


Prob [|X|>x]< x 


Il faut noter que cette inégalité n'impose aucune condition 
quand x est supérieur à 1, parce que toute probabilité est toujours 
inférieure ou égale à 1. Cela entraîne quelques conséquences : 


PENd(O,X) 1 
2100, 0er 1 Prob il Xl) 1] "=:0 : 


3/ - Quand X est une variable certaine comprise entre -1 et 
1 alors cette distance devient la valeur absolue de X, mais cette 
propriété n'est plus vraie quand X a une valeur plus grande et en 
conséquence on ne peut pas considérer cette distance comme une 
extension du concept de distance entre variables certaines. 


On obtient une représentation graphique de la façon suivante : 
si F(x) est la fonction de répartition de |X| et R(x) la droite menée 
par les points (0,1), (1,0) alors d(O,X) est la borne inférieure des 
valeurs positives de x pour lesquelles F(x) > R(x). 
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b) Proposition de distance. 


On peut proposer comme définition de d(O,X) la borne infé- 
rieure des valeurs positives de x pour lesquelles : 


Prob [|X|>x] <x - [x] avec [x] = partie entière de x 
Cette nouvelle définition entraîne : 
1/ - d(O,X) < ; 


2/ - Quand X est une variable certaine alors d(O, X) devient 
la valeur absolue de cette variable. 


Cette distance est une extension de la distance entre variables 
certaines. 


Représentation graphique. 
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